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TEMAS —VECTORES EN EL ESPACIO

5.1 - LOS VECTORES Y SUS OPERACIONES

DEFINICION
Un vector es un segmento orientado. Un vecks queda determinado por dos puntmsgen A 'y
extremo B.

Elementos de un vectar

* Moddulo de un vector es la distancia entre A y B y segiespor el vector entre barrasAH |
» Direccién del vector es la direccidn de la recta en la guensuentra el vector y la de todas las
rectas paralelas a ella.

e Sentidosivade AaBodeBaA.

Igualdad de vectores:Dos vectores son iguales si tienen el mismo modiiteccion y sentido (no
necesariamente el mismo origen y el mismo extrefmjos ellos se llaman representantes de un
anico vector. Llamaremos representante canénicuel aector que tiene por origen el punto O.

- - - - -

Notacidn: Los vectores se representan con una flechita endewna letrau, v, w, X, y, z,....
0 bien mediante uno de sus representantes, eschibieu origen y su extremo con una flecha

encimaA?B , I\/TN -

PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN NUMERO
El producto de un nimero#O0 por un vecton es otro vectokv gue tiene:

e Mddulo: igual al producto del modulo de por el valor absoluto de kk:” = |k|.M|

» Direccién: la misma que la de
e Sentido:

. Eldev sik>0

- El del opuesto de sik<0

El producto 0.v es igual avector cera 0. Es un vector cuyo origen y extremo coincidepor,
tanto, su mddulo es cero y carece de direccibnsedgdo.

El vector 1V se designa por;— y se llamaopuestode v
VECTORES UNITARIOS

Los vectores de modulo 1 se llamaattores unitarios.
1- . ) . ., . ) -
El vector—— v es un vector unitario de la misma direccion y simo sentido que .
[V

-1- o ) . L, .
El vector— Vv es un vector unitario de la misma direccion qugpero con sentido opuesto.
[ V]
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SUMA DE DOS VECTORES

Dados dos vectores y v para sumarlos graficamente hay dos posibilidades:

» Se sitla el origen del segundo vector sobre etmdrdel primero y el vector suma es el vector
gue une el origen del primero con el extremo dglisdo.

» Se situan los dos vectores con origen comun. $eafet paralelogramo que tiene por lados los
dos vectores y la diagonal que parte del origelogldos vectores es el vector suma.

RESTA DE DOS VECTORES

Restar dos vectores es o mismo que sumar al priewtor el opuesto del segundo:
u—-v=u+(-v)

PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES

« Suma de vectores:

- Asociativa: u+tv)+w=u +(v+w)
- Conmutativa: u+vs=yv-+u
- Vector nulo: O+v=v+0=v

* Producto de numeros por vectores

- Asociativa: a.(b.:/) = (a.b).(/
- Distributival:  (a+b)v =av +bv
- Distributivall:  a.(u +v)=au +av

- Productoporl: 1lv =v
Todas estas propiedades le confieren al conjuntosdesctores la estructura egpacio vectorial.

5.2 — EXPRESION ANALITICA DE UN VECTOR

COMBINACION LINEAL DE VECTORES

- - -

Dados varios vectores, y, z, ..., W, y varios numeros a, b,c,...m, el vector & by + cz +

v m\7v se llamacombinacioén linealde los vectores.
DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Varios vectores se llamamealmente dependientessi alguno de ellos se puede poner como
combinacion lineal de los demas. Cuando no es@adiamariinealmente independientes.

Ejemplos:
- Dos vectores alineados son linealmente dependientes
- Dos vectores no alineados son linealmente indepetefi
- Tres vectores coplanarios (estan en el mismo pkmmw)inealmente dependientes.
- Tres vectores no coplanarios son linealmente inu#petes.



TEMA 5 - VECTORES EN EL ESPACIO — MATEMATICAS?Bach. 3

BASE

N

Tres vectores no coplanarios, y, zson linealmente independientes y, ademas cualqgiier
vector del espacio se puede poner como combindiciéal de ellos de ellos de forma Unica. Por

eso decimos que forman ubase B = {;< : §/ : E}

Tres vectores no coplanarios cualesquiera formarbase del espacio vectorial tridimensional.

Si los tres vectores son perpendiculares enteegiice que forman urmse ortogonal.Si ademas
de ser perpendiculares tienen modulo uno, se diedatpaseesortonormal .

COORDENADAS DE UN VECTOR RESPECTO DE UNA BASE

Dada una base B(, y, z), cualquier vector,v, se puede poner de forma Unica como una

combinacion lineal de sus elementes= ax + by +cz

A los nimeros a, b, ¢ se les llas@ordenadas dev respecto de B

Y se expresa asit = (a,b,c) 6v (a,b,c)

OPERACIONES CON COORDENADAS
Seau (Up,Up,U3) Y v (V1,V2,V3)

Suma de dos vectoresias coordenadas del vectar + vse obtienen sumando las

coordenadas da con las dev :

u + v = (U,Up,Us) + (V1,V2,V3) = (L + Vi,Up + Vo,Us + V)

e Resta de dos vectorestas coordenadas del vectar - vse obtienen restando a las

coordenadas da las dev:

u -V = (u,Uz,Ug) - (V1,V2,V3) = (Ug - Va,Up - Vo,Us - V3)

* Producto de un vector por un numero:Las coordenadas del vectoukse obtienen
multiplicando por k las coordenadas de

KU = K.(U,Up,Us) = (Kuy,KUp,KUs)

« Combinacién lineal de vectores:

au +bv = a(u,Us,Us) + b(vi,Vo,Us) = (Al + bva,aty + bs,aus + bvs)
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EJERCICIOS

EJERCICIO 1: Dados los vectores u(3,3,2), v(5,—2.), w (1,-10)
a) Halla el vector u — 2v + 3w

U-2v+3w (3,3,2) — 2(5,-2,1) + 3(1,-1,0) = (3-10+3, 3+4-280) = (-4,4,0)
b) Calcula “a” y “b” tales que u=av+bw

3=k+b
3,3,2)=a(5,-2,1) +b(1,-1,8& 3=-2a-b=>a=2,b=-7
2=a

Nota: Como solo hay dos incognitas (a y b) conatagmciones nos valdria pero hay que comprgbar
gue se cumplen las tres. Si al comprobar la teroeta cumple, no tiene solucién

EJERCICIO 2 : Comprueba que no es posible expresar el vect5<r(3,—1,0) como combinacion

lineal de _l:l(l,Z,—l) yT/(Z,—3,5). ¢Son linealmente independiente&,a y v?

Intentamosponerx_como combinacion lineal dﬁyrll es decir, hallar ay b tales qﬁe: au + bv
(3,-1,0) = a(1,2,-1) + b(2,-3,5

3=a+2b Sumandda primeray la terceraecuacion
-1=2a- =< obtenemogueb=3/7.Sustituyenoen la3°a=15/7
O0=-a+5b

Peroestocomprobanden la22ecuacion1= 2.1—75 -3; vemogjueno lacumple

Por tanto no se puede ponercomo combinacion lineal dey v

¢.Son linealmente independientesiy v? Como x no se puede poner como combinacion lineal de

uy v, son linealmente independientes.

EJERCICIO 3 : ¢ Cuales de los siguientes vectores tienen la ma direccion?
a(1,-32), b(201),c(-2,6,-4),d(5-1510), 10,—30,5)

Nota: Para que dos vectores tengan la misma direcdeben ser paralelos, es decir, sus
coordenadas proporcionales.

a(L—32)||c(-26,-4)|| d(5-1510)
b(202)
©(10-305)
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-

EJERCICIO 5 : Halla, en cada caso, todos los valores de m, pyales quema +nv + p\Tv =0
Ver si son linealmente independientes

a) u(301), v(L-10),w (101)

3m+n+p=0
m(3,0,1) + n(1,-1,0) + p(1,0,1) = (0,08)s—-n=0 S>n=p=m=0 {
m+p=0

Sonlinealmeng
independiates

b) u(L-10), v(111),w (201)

m+n+2p=0 21420 =0
n+2p=

m(1,-1,0) + n(1,1,1) + p(2,0,1) = (0,08<-m+n=0 = { Son la misma ecuacion,

+p=0
n+p=0 n+p

por tanto, en realidad hay 2 ecuaciones con 3 mitagy el sistema es compatible indeterminado,

p=a
existen infinitas solucionesn =—-a [Oa JR = No son linealmente independientes.
m=-a

EJERCICIO 6 : Estudia la dependencia e independencia lineal des siguientes conjuntos de
vectores

- - — - [Sia=b=c=0= Linealmeneindependiates
Modo 1:au+bv+cw =0 < . . : ,
Sialgunoesdistintodecero= Linealmenédependierds
Modo 2: Ponerlos como filas de una matriz y hacauss

Sialgunafila sehacecero,esporqueescombinaci@ linealdelasdemasy sonlinealmenédependier
Siningunafila sehacecer,esporqueningunaesc.l.delasdemasy sonlinealmeneindependiates

a) u(12),v(-10.3),w (12,-1)

1 2 1 1 2 1
-1 0 3| =10 2 4 = linealmente independientes

1 2 -1)%%hR0 0 -2

b) a(123), b(L411), ¢(11,-1), d(014)

12 3 1 2 3 123
14 11 0 2 8 0 2 8 : :
= = = Linealmente dependientes.
1 1 -15%60 -1 -4|5=25'%/0 0 0
01 4 0 1 4 000
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EJERCICIO 7 : Determina “k” para que los siguientes conjuntosie vectores sean linealmente
dependientes

a) U(k,—3.2), V(2,3,k), W (46,-4)

Método: Como hay “k” y el nimero de filas es igabhimero de columnas, hallar el determinairjte,
igualarlo a cero, resolver la ecuacion y hacer t8as

k -3 2
2 3 k|[=0=(-12k-12k + 24) — (24 + Bkt 24) = 0= K* + 4k + 4 = 0= k = -2
4 6 -

Caso I: Si k = -2= |A| = 0= Linealmente dependientes
Caso Il : Si k£ -2= |A|# 0= Linealmente independientes

EJERCICIO 8 : ¢ Cuales de los siguientes conjuntos de vectosss una base?

Una base de RTres vectores no nulos y linealmente independgent

A={(1,2,1),(1,0,1),(2,2,2)}
Como tenemos 3 vectores no nulos, hacemos Gaussgaprobar si son linealmente
independientes

1 21 1 2 1 1 2 1
1 01 i 0 -2 0 L= 0 -2 O0|= L. Dependientes> No Base
2 2 2)RRH/QO -2 0/ (0 O O

B ={(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(0,0,1)}Como tenemos 4 vectores no es una bas€.de R

C= {(-3!211))(112)-1)1(11011)}
Como tenemos 3 vectores no nulos, hacemos Gauwssgaprobar si son linealmente
independientes

-3 2 1 -3 2 1 -3 2 1

1 2 -1| = 0 8 -2| = 0 8 -2|=L.Independientes> Base
F,=3F,+F F=4F,-F,

1 0 1)R=SR*R( 0 2 4 0O 0 14

EJERCICIO 9 : ¢ Para qué valores de “a” el conjunto de vectoreS = {(1,1,1),(a,1,1),(1,a,0)} es
una base?

Como tenemos 3 vectores no nulos, hacemos el datarta

11 1

a=0
a 1 1:O:>(O+1+é)—(1+a+0)=(3:>a2—a:0:>{a_l
1 a -

Caso | : dIR — {0,1} = |A| # 0 = Linealmente independientes Base
Caso II: a = &= |A| = 0= Linealmente dependientes No base
Caso lll: a = 1= |A| = 0= Linealmente dependientes No base
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5.3 - PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES

DEFINICION
El producto escalar de dos vectoresy v es unnumero que resulta de multiplicar el médulo de
cada uno de los vectores por el coseno del &ngidagman y se designa par.v :

u.v =|ul.lv|.cosu,v)

> o

[ul y [v]son nimeros positivos. Por tanto,.v es un namero positivo o negativo segun el

angulo que formar conv :

n

 Si(u,v)esagudo, cosuVv) > 0= u.ves positivo.

A A

e Si (EI,(/) es obtuso, coij((/) <0= u.ves negativo.
PROPIEDAD FUNDAMENTAL
El producto escalar de dos vectores no nulos esstgrsélo si son perpendiculares:
Es decir: siu# 0 y (/#6; Uv=0eulv
APLICACIONES
Médulo de un vector|u | = m (puesi.u = |u|.Jul.cos,u) = [u B.cos(0°) =i )

-

Angulo de dos vectoregos(u ,v) = (despejando el coseno de la expresion del prodisctalar)

- -

[ul.[v]
- - - -, u.v-
Vector proyeccionde u sobrev: u’'=—v
v
>, - > - UV u.v , ., _
u”=|ul. cost,v)=|u|—=——=—=-7 es lalongitud del segmento proyeccion, con sigo—
lul.Iv] v

segun que el angulo sea agudo u obtuso. Si esteradm multiplicamos por el vector unitario
1- _ .

—-V, se obtiene el vector proyeccion.

|V

OPERACIONES. PROPIEDADES

> o

* Propiedad conmutativai.v = v. u

* Propiedad asociativa: a&Q) = (au ).:/
* Propiedad distributivau .(:/ + \7v) ULV oUW

EXPRESION ANALITICA
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e Si B(;<, §/ E) es una base ortogon&l:& =x.z = 9% =0
X.z=y.z=0, X.x=y.y=z.z=1

Si las coordenadas de los vectoEesy v respecto a una base ortonormal S':Dr(Lh,u2,u3) y v

(v1,V2,v3), entonces el producto escalarv adopta la siguiente expresion:

- -

U.V = UW.Vy+ Vot Ug.Va

Dem:u.v=(uix + Uy +U3Z).(\iX +Voy +V3Z)=ULVi. X. X+ UVo. X.yY +UV3. X.Z +

UW.Vi. Y. X T UVo. V.Y Tt UV3. V.Z +tU3 V1. Z. X tUsVo. Z.Y t U3 V3. Z.Z =
Ui.Vi + Ua.Vo + U3z V3

5.4 — APLICACIONES DEL PRODUCTO ESCALAR

PRODUCTO ESCALAR

Expresion vectorialui .v = |a |.|:/ |. cos (D ,:/)
Expresion analitica:u .v = .V + Vo + V3
MODULO DE UN VECTOR

Expresion vectorial :(,H = \/(/:/

Expresion analitica V|| = |V +V; + V3

COSENO DEL ANGULO DE DOS VECTORES

> -

u.v

Expresion vectorial : cosu(,v) =

N

lul.]v]

- iy > - UV, +U,.V, + U,V
Expresion analitica : cosu(,v) = 11 22 88

2 2 3 2 2 3
\/ul +u; +u3.\/v1 +V3 +V;

PROYECCION DE UN VECTOR u SOBRE OTRO v

> -

u.v -
\'

Expresion vectorialu’ =

-

IvI

» o UV ULV, H Uy
Expresion analiticau ’ = 3
Vi +V5 + V3

3
(Vl’VZ'VS)

CRITERIO DE PERPENDICULARIDAD :u 0Ov

Expresion vectorialu.v =0
Expresion analitica:jw; + W.Vo + Us.V3 =0
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EJERCICIOS

EJERCICIO 10 : En una base ortonormal tenemo§a(1,2,2), 5(—4,5,—3), E(—4,5,—3). Calcula:
a) ab = (1,2,2).(-4,5,-3) =-4+10-6=0

b) la| =~1* +2% +22 =9

) |6|:J(—4)2+52+(—3) J_o 52

d) ang(a,B) © cos (ab) = ab -9 0= ang(ab) = arc cog0) = 90°
la].|b| 35v2
e) La proyeccién deb sobrea:
Vector proyecmonb— : :)lﬁ 85:6 La proyeccién:ﬁ)’| =
a
EJERCICIO 11 : Dados los vectoresa =i + m] +k b =-2i +4jT +mk hallam para que
los vectoreséyBsean:
a=@m) y b=(-24m)
1 _1

| 3

a) Paralelos (Componentes proporcionale 59—2 4 m =>m=-
m

Nota: hay que comprobar que se cumplan las dofdgdes
b) Ortogonales (_é.B =0):(1,m1).(-2,4,m)=-2+4m+m= m = 2/5

EJERCICIO 12 : Halla la proyeccién del vectorﬁ(3,1,2) sobre el vectorT/(l,—LZ)

_ | | . 3-1+4 _ 6 _
Vector proyeccmnu —— V= 1,-12) =— (1,-12) = (V6,-/6,24/6
VB (ieieaf J6 | |

La proyeccién:iﬂ =J6+6+24=+/36=

EJERCICIO 13 : ¢Son*a(1,2,3)y5(2,—2,1) ortogonales? Si no lo son, halla el angulo que

forman?
Para que sean ortogonales su producto escalasdebero.

ab = (1,2,3). (2 -2,1)=2-4+370D= No son ortogonales
ab _ 1 _
lal.|b| V1+4+9+/4+4+1 &/

cos (ab) =

— ang(a,b) = arc co{—7— ) = 84°53'20,08"

3\/—

EJERCICIO 14 : Comprueba que el vectorﬁe,% ,OJ no es unitario y da las coordenadas de

un vector unitario de la misma direccion queu.

Para que un vector sea unitario su médulo tienesgueno | ul= 1/ 1/ =— ¢ 1= No es unitario.

Convertir un vector en unitario: Dividir cada coemhda deI vector por su modulo:
% Yoo (\/_ V2 ]
e Ve s
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5.5 - PRODUCTO VECTORIAL

DEFINICION

El producto vectorial de dos vectoresy y v, e€s un nuevo vectou X v, que se define del
siguiente modo:

—

e Siuy v son linealmente independientés,x v es un vector con las siguientes caracteristicas:
_ Médulo: [u X V| = [u]v].sen, V)
- Direccién: perpendiculara y av
- Sentido Si EJ ,:/) < 180°, hacia arriba

Si (G ,(/) > 180°, hacia abajo
Tomando el angulo en sentido positiva, es decimfrado al movimiento de las agujas
del reloj.

-

 Si u y v son linealmente dependientes, es decir, si algienellos es 0 o si tienen la misma

direccién, entoncesus xv =0

PROPIEDADES

-

* No es conmutativou Xv =-Vv X U

e uUXxu=0

. Enunabaseortonormalé(],f():?x]:_I;,]x_I;:T,_kxT:]
« (@u)xv=a(u xv)=u x (av)
. Noesasociativo:f(x(/)x;via x(:/x;v)
e UX(VHW)=(UXV)+(UXW)
EXPRESION ANALITICA
i ] k u, u u, u u, u u, u U, U, |u, u
uxv=luou, ug =% Clie| o St k= Gl LT )
vV, V, vi v, vV, V, V, Vg (VI vyl|v; Vv,

Vl V2 V3
INTERPRETACION GEOMETRICA

El médulo del producto vectoriau| x v| es igual al area del paralelogramo definido lpsr

vectoresu y V. A=|u x V|

o uxv
El area de un triangulo de ladasy v : A= > u?
APLICACION:

Para obtener un vector perpendicular a otros dog,v , no alineados, hallaremas x v
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EJERCICIOS

EJERCICIO 16 : Dadosu = 2i —j +K y v=-i +3jT +2k comprueba que los vectoresuxv

y VXU son opuestos y halla su médulo.
ik
uxv=|{2 -1 1=(-2-3)i-(@+1)j+(6-1k =(-5-55)
-1 3 2
= Son opuestos

= (3+2)i - (-1-4)j + (1- 6)k = (55-5)

<

X

c

I

|

[EEN

w .
P N X

|uxV|=v/25+ 25+ 25 =75 =5//3
|VXU|= +/25+ 25+ 25 = /75 =5{3

}: Tienen el mismo médulo

EJERCICIO 17 : Halla el area del paralelogramo que forman los veotes :';1(7,— 12) y 5(1,4,—2)
El area del paralelogramo es el médulo de su ptodiectorial

i ] K
axb=7 -1 2|=(2-8)i-(-14-2)j+ (28+1k = (-61629)
1 4 -

A= |axb|= +/36+ 356+ 2841=/1133= 3366U>

EJERCICIO 18 : Halla un vector perpendicular aTJ(2,3,1) ya \7(— 1,30) y que sea unitario.

Un vector perpendicular a dos vectores es su ptodectorial y luego convertir en unitario
(dividiendo cada componente del vector por el modiel vector)

>

i j K
uxv=[2 3 1=(0-3)i-(0+D)j+®6+3)k=(-3-19) |uxv|=+/9+1+81=91
-1 30
Solucic')n'+(_3 -1 9]
T We1'Ve1' Va1

EJERCICIO 19 : Halla un vector ortogonal aﬂ(l,—l,O) ya qv(2,0,1) y cuyo modulo sea/24

Un vector perpendicular a dos vectores es su ptodectorial y luego hacemos uno paralelo a él
(multiplicando por) y calculamost para que el médulo sef24

ik
wv=[1 -1 0=(-1-0)i - (@-0)j+(0+2)k = (-1-12)
2 0 1

Hallamos uno paralelo a élo(-a,2a)

Calculamosx para que el médulo sef24: Vo2 +a® +4a’ =/24= 60° = 24= q = 2
Solucion: £(-2,-2,4)
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5.7 — PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES

DEFINICION

-

Se llamgoroducto mixto de los vectores!, v y w y se designa ponf,v,w]=u.(v X w)
(El resultado es un numero)

EXPRESION ANALITICA
u1 u2 u3

> o -

[u,v,w]=|v, VvV, V,
Wl W2 W3

INTERPRETACION GEOMETRICA

- -

El médulo del producto mixto es el volumen del pEepipedo de lados los vectoras v, w.

V=|u,v,w] &

N [ uv,w ]

El volumen de un tetraedro de Iadbs v, \7v es: V= Tu

3

EJERCICIOS

EJERCICIO 20 : Halla [0,v,w] siendo(1-32), v(10,-1),w (230)

1 -3 2
[E,V/,W]:l 0 -1=(0+6+6)-(0-3+0)=15
2 3 0

EJERCICIO 22 : Calcula el volumen del paralelepipedo determinaal por 5\(3,—1,1) ,

b(1,7,2), c(2,1,-4)
El volumen del paralelepipedo es el Valor Absotigbproducto mixto de los tres vectores

3 -1 1
abdl=l1 7 2|=(-84-4+1)-@4+6+4)=-111
2 1 -

H%,B,E] =|-114=111 0%,

EJERCICIO 23 : Calcula el valor de m para queﬁ(Z,—S,l),T/(l,m ,3)yW(—4,5,—1) sean

coplanarios.
Tres vectores son coplanarios si su producto negtoero.
2 -3 1
[a,w =1 m 3|=(-2m+36+5) —(-4m+30+3)=2m+8
— 4 5 —

uv.w/=0=2m+8=0=>m=-4
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EJERCICIOS REPASO

EJERCICIO 25 : Dados :91(1,2,—1),1)(1,3,0), comprueba que el vectoraxb es perpendicular a

a+b y aa-b

—

ik
axb=1 2 -1=(0+3)i-0+)j+@B-2k=(3-1)
1 3 O
a+b= (12-1)+ (130) = (25-) a-b= (12-1)- (130) = (0-1-1)

Ver queaxb es perpendicular a+b (Producto escalar nulo)
(axb) (a+b) =(3,-1,1).(2,5,- 1) = 6-5-1 = Probado.

Ver queaxb es perpendicular a- b (Producto escalar nulo)
(axb ).(a— b) =(3,-1,1).(0,-1,-1) = 0+1-1 =6 Probado.

EJERCICIO 26 : Comprueba que el paralelogramo determinado pords vectores
6(3,—2,1),3(4,3,—6) es rectangulo.

Hay que ver que los vectores son perpendiculasede@r, que su producto escalar es nulo
uv = (3,-2,1).(4,3,-6) = 12 — 6 — 6 =0 Probado.

EJERCICIO 27 : Dado el vectorr/(—2,2,—4) halla las coordenadas de los siguientes vectores:

a) Unitarios y de la misma direccion que?.
b) Paralelo av y de modulo 6.
a) Hay que convertiv en unitario (Dividiendo cada componente del vieptor su modulo)

Hallamos el médulo de : |\7| =Ja+4+16=+24=2/6
Solucion: = ( 2 _4j (_—1 1 _—Zj
“2v6 206 2v6) V6 V6 'V

b) Un vector paralelo a, es un vector proporcional a él: §2a,-4a)

Y calculamosx para que el médulo sea64a? +4a2 +160° = 6=> 240> = 36=> 0 = + \E

Solucion* (— Z.E ,2.\/%,—4\/§j = i(— V6, \/5_5,—2\/6)

EJERCICIO 28 : Halla un vector ortogonal aﬁ(2,3,—1) ya \7(1,4,2) cuya tercera componente

sea l.
Para hallar un vector ortogonal a dos vectoresutaiws su producto vectorial

i j K
uxv=[2 3 -1=(6+4)i-(4+1)j+B-3)k = (L0-55)
1 4 2
)170 -5 5
La solucién es un vector paralelo a (10,-5,5) deeta componente 1 (X,y,1}+- =— —I:>
y

x=2,y=-1=(2,-1,1)
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EJERCICIO 29 : Dados los vectoresu—1 (2,0,0),u~2 (0,1,—3),u~3 = auﬁl + buj, ¢ Qué relacion
deben cumpliray b para queu_; sea ortogonal al vectorT/(l,l,l) ?

Calculamos u, =au, +bu, = a(200) + b(01-3) = (2a,b,-3)

J; debe ser ortogonal al vect?m(l;l,l) , por tanto, su producto escalar debe ser cero:
(2a,b,-3b).(1,1,1)=&22+b-3b=066a=b

EJERCICIO 30 : Calcula las coordenadas de un vectau gue sea ortogonal a:/(1,2,3)y
Vv(l,—l,l) y tal que lﬂ,T/,VVI =19

i ok
Hallamos un vector ortogonaIY/ y aw:vxw=[1 2 3= (2+3)i - (1—3)] +(-1- Z)E = (52-3
1 -11
El vector pedido sea paralelo a (5,2=3)50,20,-3a) tal que cumpla unJ,T/,Vv =19=>
S0 20 -3a
[Lvw|={1 2 3 |=(100+6a+30) - (60 -150 + 20) = 38 = 19> a1 = %
1 -1 1
Solucic’m:(E ,],—Ej
2 2
EJERCICIO 32

a) Obten A para que los siguientes vectores sean linealmenlependientes
u, (325),u, (24,7),u;(1,-3,A)

3 2 5
Ver|A|=0= 12 4 7/=(@02\+14-30)- (20-64+4\) =8\ +27=0= A =-27/8
1 -3 A
b) Para A = 3, expresa el vectorﬁv(7,315) como combinacion lineal deu_l'uﬁzuﬁ3
A+2b+c=7
(7,3,15) =a (3,2,5) + b(2,4,7) + c(1,-3:3)< 2a+4b -3 =3 = Resolviendo el sistema por Gauss
m+7b+3x =15

a=28/17, b = 10/17, ¢ = 15/1% v = 20U, +=ou, + 20,
170172 17

EJERCICIO 34
a) Determina los valores de “a” para los que resudin linealmente dependientes los vectores
(-2,a,a), (a,-2,a) y (a,a,-2)

-2 a a
IA|l=0=|a -2 a :(-8+a3+a3)—(-2&-2a2—2§):2a3+6a2—8:o:>{
a a -

a=1(doble)
a=-2



TEMA 5 - VECTORES EN EL ESPACIO — MATEMATICAS?Bach. 15

b) Obten en esos casos una relacién de dependeramidre los vectores.

—2=m+n
Sia=1:(-2,11)=m(1,-2,1) +n(1,1,<1=-2m+n=>m=-1=n
1=m-2n
(-2,1,1) =-(1,-2,1)-(1,1,-2)
-2=-2m-2n
Sia=-2:(-2,-2,-2) =m(-2,-2,-2) + n(-2,-2,2)7 -2 = -2m-2n = m+n = 1= Sistema
-2=-2m-2n

compatible indeterminade> Existen infinitas soluciones: nas m = 1. Dandole ax cualquier
valor, porejempla =0=n=0,m=1
(-2,-2,-2) = (-2,-2,-2)+0(-2,-2,-2)

EJERCICIO 35 : Dados los vectoresa(l,—1,2),7/(3,1,—1) halla el conjunto de vectores que,

—

siendo perpendiculares au, sean coplanrios coruy v.

Perpendicular ai : Producto escalar nulo
Coplanario conu y v: Producto mixto nulo

Llamamosa = (x,y,2) al ver que buscamos
ua=0= 1,-1,2).(x,y,2) =0=>x-y+2z=0

1 -1 2
[uva -I=(Zz+x+6y)—-(2x-y—-3z)=-x+7y+4z=0
X 'y z
X-y+22=0
Resolviendo el siste y = (x,¥,2) = (-3,-a,0) OadR
-X+7y+4z=0

EJERCICIO 39 : Halla un vector u de la misma direccion queT/(l,—2,3) y tal que forme con

w(-24,-1) un paralelogramo de area 25 %
Vector de la misma direccion qﬁe:g( a,-2a,30)

Que forme corw un paralelogramo de area Ztﬁxw‘ =25

i ]k
axw=|a -20 3a|= (20 -120)i - (-0 +60) | + (4a - 4a)k =(-10a,-50,0)
_2 4 —

W[ =+/10002 + 2502 = 25=> 1250% = 625= o = ++/5
Solucién: a = +(/5,-21/53/5)

EJERCICIO 40 : Halla un vector v coplanario con 51(2,— 11) yB(l,O,B) y ortogonal a »C(2,3,0)

X y z
T/(x,y,z) coplanario conayB: Producto mixto nuloi2 -1 1J=-3x-5y+z=0
1 0

T/(x,y,z) ortogonal a*c(2,30) : Producto escalar nulo: 2x + 3y =0



TEMA 5 - VECTORES EN EL ESPACIO — MATEMATICAS?Bach. 16

-3x-5y+z=0
Resolvemos el sistem = (x,y,2) = (-3,20,0) Do R
2x +3y=0

Como nos piden “uno” dandooacualquier valor distinto de cero, por ejemgle 1= (-3,2,1)
EJERCICIO 41 : Sean 51y5 tales que Ia| =4, B| =2, con éngé,B) = 60°. Calcula fa+5| y
la-b]
Como no tenemos coordenadas, tenemos que apliataﬁrrdacién vectorial:
- — =~ > > = > = > e - 2
a+b/=y/@+b).a+b) =V aa+ 2b+bb =/ ZHM co ) ‘b =
= J16+ 242.(1/2) +4 =/28=2/7

- 34ffcoda)[q -

©
|
o
p,)l
N

B =y @-b).(a-b) =+ aa- 2b+ bb =
= J16- 242.(1/2) +4 =12=2{3

EJERCICIO 42 : De dos vectoresﬂyg sabemos que son ortogonales y qu§||: 6, |\7| = 10.

Calculaju+Vv]| yu=-v|
Como son ortogonales su producto escalar es cero.

2 |2
+0+M = J/36+100=136 = 2./34

‘G+§‘:\/(G+T/).(G+T/) =V uu+2uv+vy = ‘G.

-2

‘G—\?‘ =JG-V).U-V) =V uU-20v + vy = ‘u.

|2
—0+M = \/36+100=+/136 = 2./34

EJERCICIO 43 : Calcula el angulo que formanayB sabiendo que$| =3, B| =5, El+5| =7

o+ fffoodas)+ i

o' +43ffcodan)f - 1=+ 5] 254 o) 1 i)

a+b/ =+ @+b).@+b) =+ aa+ 2b+ bb =7
\ b=y

EJERCICIO 44 : De los vectoresu y v sabemos que cumple& +v=a y 20 - 3v = b siendo

5(2,— 10) y 5(1,3,—1). Halla el angulo que formanu y v

u +_> = - - - =
{u_, VTR Bv=b- %= (1,3:-1)2(2-1,0) = (3,51 v = (g.—llj

20-3v=b S
u=a-v =(2,-1,0) -(g.—llj =(Z ,o,—lj

5 5 5 5
. 21 5 1 4
oy uvo 25 25 __ 5 _ 4
cos(UVv)=—=——== = = =
jul.v] J49+0+1.J9+1+1 [z V35 70
25 25\ 25 25 5
ang(u v)—arc co{——) = 61°26'21,03”

r

AUTOEVALUACION
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5.8 — APLICACIONES DE LOS VECTORES A PROBLEMAS
GEOMETRICOS

COORDENADAS DEL VECTOR QUE UNE DOS PUNTOS

Las coordenadas del vect&B se obtienen restandole a las coordenadas dehextBlas del

origen A: AB = (X2,Y2,22) — (X1,Y1,21) = (X2-X1,Y2-Y1,Z2-Z1)

CONDICION PARA QUE TRES PUNTOS ESTEN ALINEADOS

Los puntos A(XY1,21), B(X2,¥2,22), C(Xs,Y3,Z3) estan alineados siempre que los vectodds y
BC tengan la misma direccion. Esto ocurre cuand@sosgienadas son proporcionales:

Xy =Xy — Y™V, — Z, "4

X3=Xy, Y37Y, 2377

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Las coordenadas del punto medio, M, de un segniengxtremos A(XYy1,21), B(X2,Y2,22) son:
M (X1+X2 Yity, Z; +sz

2 2 2

SIMETRICO DE UN PUNTO RESPECTO DE OTRO

Para calcular el simétrico A’ del punto A resped#b punto B, solo hay que tener en cuenta que el
punto B es el punto medio entre Ay A’.

EJEMPLO 1 : Dados los puntos A(1,2,-1), B(0,3,-2). Hallar ekector AB
AB=B-A=(0,3,-2)—(1,2,-1) = (-1,1,-1)

EJEMPLO 2 : Sea el vectorAB = (2,-1,3) y el punto A(1,-1,4) calcular su extremo
AB =B-A=B=A+AB =(1,-1,4) + (2,-1,3) = (3,-2,7)

EJEMPLO 3 : Sea el segmento de extremos A(1,2,3) y B(-1,0Hallar el punto medio

M = (1—1’2+0’3+4j:(019

2 2 2

EJERCICIO 2 : Comprueba si los puntos A(1,-2,1), B(2,3,0) y €(,0,-4) estan alineados

AB=B-A=(2,3,0) - (1,-2,1) = (1,5,-1)
AC=C—A=(-1,0,4) — (1,-2,1) = (-2,2,-5)

. . 1 5 -1 A
Veamos si son propormonales:z = > = - = Falso, no estan alineados
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EJERCICIO 3 : Hallar dos puntos P y Q tales queAQ =§ﬁ y AP =§E siendo A(2,0,1)
y B(5)3;-2)

E=gﬁ :>Q—A=§(B—A):>
_ 3i(ea_o)_ _ S33.9-(199_4
Q= (2,01)+5[(5,3, 2)-(201)] (209 +Z (339 (5 = 5)

A_P’:gﬁ = P-Az%(Q—A):

_ 21199 _4)_ - 2(99_9)_(4818_3)_(166 _1
P_(2’01)+§K5’5’ 5) (2’01)} (2’01)+3(5’5’ 5) [15’15’ 15) ( '3’ j

EJERCICIO 4 : Halla el simétrico del punto A(-2,3,0) respectde M(1,-1,2)

—2+x,3+y'0+zj:>A,:(4,_5’4)
2 2 2

M = (1—12){

EJERCICIO 5 : Calcula a y b para que los puntos A(1,2,-1), B(@,-2) y C(4,a,b) estén
alineados.

AB=B-A=(3,0,-2) — (1,2,-1) = (2,-2,-1)
AC=C—-A-=(4,ab)—(1,2,-1) = (3,a-2,b+1)
2a-4=-6=a=-1

Veamos si son proporcionale%:= —_——=
3 2b+2=-3=b=-5/2



